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1.はじめに

データや物理現象に潜在する低ランク性 1 に基づく
データ解析手法（以降，低ランクモデリング）が，コン
ピュータビジョンや画像処理，ゲノムデータ解析など
の多くの分野で近年活発に研究されている [1–10]．低
ランクモデリングでは着目した行列の階数 (rank) を最
小化する数理計画問題を立式し，この解を求めて所望
の解析を実現する．
関数 rankは不連続で微分不能，非凸であり，これに

基づく計画問題は NP困難な組合せ最適化となる．こ
のため，rank関数の代わりに核型ノルムを正則化する
緩和アプローチが広く用いられる．核型ノルムは rank
関数の凸包絡である [11]ため，核型ノルムを最小化す
ることで間接的に低ランク性を高められる．核型ノル
ムを含む最適化問題は Alternating Direction Method
of Multipliers (ADMM) [12]等の 1次法の反復計算で
解を求められ，核型ノルムの近接写像である特異値閾
値処理 (Singular Value Thresholding, 以降 SVT) [3]
が繰り返し実行される．
しかし，SVT 算出には計算量の大きい特異値分解

(Singular Value Decomposition, 以降 SVD) の算出が
必要なため，解析結果を得るのに多くの時間を要する．
ここで，各解析法で立式される核型ノルム正則化問題
を (1)少数の大型行列を正則化する問題と (2)多数の
小型行列を正則化する問題に分類する (表 1)．前者 (1)
の場合には，計算量を抑えて SVT を高速化する手法
がいくつか提案されている．Caiら [13]は行列を事前
に Complete Orthogonal Decomposition (COD)した
後にニュートン法で反復更新し，SVDを行わずに SVT
を求める Fast SVT (FSVT)を提案している．またOh
ら [14]は大型行列を直交行列と小型のコア行列の積に
近似することで，SVDの入力サイズを小さくして高速
化するFast Randomized SVT (FRSVT)を提案してい
る．いずれの手法も入力行列のサイズが大きい (行数，
列数=500∼2000)ときに計算量を抑え，大幅な速度改
善結果を示している．
一方で後者 (2)の場合，上記手法による高速化の効

果は限定的であると考えられる．FSVTは入力が小型
の場合，直接の SVD計算と比較してCODとニュート
ン法の計算量が大きい．また FRSVTは入力が小型の
場合，コア行列の縮退効果が小さく高速化できず，ま
た近似法のため計算誤差が大きい．加えてこれらの手
法は，多数の行列を同時に処理するデータ並列のアプ
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1データや物理現象から導かれる行列X∈RM×N について，その
階数 rank(X) が min(M,N) と比較して小さい性質．

表 1: 低ランクモデリングの類型と高速化法
(1)少数の大型行列 (2)多数の小型行列

用途

ロバスト主成分分析 [1, 2]
欠損値推定・補間 [3, 4]
オプティカルフロー推定 [5, 6]
ダイナミックMRI解析 [7]
ゲノムデータ解析 [8]

グラフ単純化 [9]
偽色除去 [10]

高速化 FSVT [13], FRSVT [14]
FMSVT(2×2) [15]
FMSVT(M×2, 本稿)

ローチが取れず，近年の並列アーキテクチャの計算資
源を活用できない．
そこで筆者らは，計算量を抑えながらデータ並列に

SVTを算出する Fast Multiple SVT (FMSVT)を提案
している [15]．FMSVTは核型ノルムを特異値を用い
ずに L∞,2混合ノルムで表現することで，SVDが不要
な SVT計算を実現し，計算量を削減している．加えて
アルゴリズムを容易にデータ並列化でき，多数の行列
について同時処理が可能である．本稿では [15]で述べ
た 2×2行列の FMSVTを拡張して，M×2あるいは
2×N 行列に対する SVTアルゴリズムを検討する．[15]
では論じなかった数理的な導出を示し，実験によりア
ルゴリズムの速度と精度を明らかにする．

2.核型ノルム正則化に基づく低ランクモデリング

本稿が対象にする核型ノルム正則化問題について整理
する．行列X∈RM×N の特異値を σi(X), i=1,· · ·,K=
min(M,N)と表すとき，核型ノルムは特異値の和，

∥X∥∗ =
K∑
i=1

σi(X) (1)

と定義される．核型ノルムは関数 rank(X)の凸包絡で
ある [11]ため，核型ノルムを正則化することで低ラン
ク性を推進できる．
本稿では多数の小型行列が核型ノルムで正則化され

る最適化問題を取り扱う．典型的にはヒルベルト空間
X の変数x ∈ X に関する下記形式の最適化問題である：

min
x∈X

f(x) + λ

L∑
i=1

∥Φi(x)∥∗ (2)

ここで目的関数第 2項は核型ノルムによる低ランク
性の正則化関数で，第 1項はその他の正則化や忠実化
関数である．関数 Φi : X → RM×N は低ランク性を規
約する行列の生成関数で，典型的には線形写像である．
例えばグラフ単純化 [9]では，M 次元空間に埋め込

まれたグラフ G = (V, E) の頂点座標 x ∈ RM×|V| を変
数とし，隣接辺のベクトルを 2つ 1組で行列に押し込
め，Φi(x)∈RM×2 を作成する．この行列の階数はグラ
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フの曲折回数に比例することに着眼し，核型ノルムの
和
∑L

i=1 ∥Φi(x)∥∗を正則化することで各頂点を局所線
形に整列させている．
問題 (2)を解くためには関数 f と線形写像 Φiに応じ

たアルゴリズムを選択するが，[9,10]では f が微分可能
あるいは近接写像計算可能 2であるため，ADMM [12]
やPrimal Dual Splitting [16]等の 1次法を用いている．
1次法は最適解への収束列を生成する反復計算手続き
で，各反復では関数の勾配，近接写像などの 1次情報
に基づき解を更新し，目的関数を最小化する．
問題 (2)の核型ノルム正則化関数については，補助変

数 Yi =Φi(x), i=1,· · ·, Lを導入し，g(Y1,· · ·,YL) =∑L
i=1∥Yi∥∗の近接写像を計算すれば良い．各 ∥Yi∥∗独

立に計算可能で，

proxµg(Y1,· · ·,YL)=
(
proxµ∥·∥∗

(Y1),· · ·, proxµ∥·∥∗
(YL)

)
(3)

が成立する．右辺各要素は核型ノルム ∥ · ∥∗ の近接写
像で，特異値閾値処理 (SVT)に等しい [3]ことが知ら
れている．SVTは入力行列をY，閾値を µ>0として
以下の式で算出する．

proxµ∥·∥∗
(Y) = U(Σ− µI)+V

T (4)

where (U,Σ,V) = SVD(Y) (5)

ここで関数 SVD(·)は特異値分解 (SVD)3 で，(·)+ は
入力の各要素を非負値にクリッピングするランプ関数
である．即ち，関数 g(Y1,· · ·,YL)の近接写像 (3)はL
回の SVT（式 (4)）により算出でき，それぞれの SVT
では小型行列を入力とする SVD算出（式 (5)）が必要
である．1次法で反復演算する際，計算時間の多くは
計算量の大きい SVD算出に費やされる．
さて式 (3)は各 L個の行列Y1,· · ·,YLについて依存

関係が無いため，タスク並列処理が可能である．しかし
本稿が扱う問題では各行列のサイズが小さいため，処
理割当やメモリロードのオーバーヘッドが相対的に大
きく，改善の効果は限定的である．
そこでオーバーヘッドが少ない，データ並列処理に

ついて考える．アルゴリズムをデータ並列化できれば，
Single Instrucion Multiple Data (SIMD)等のデータ並
列アーキテクチャを用いる実装で高速化できる．しか
し SVDの算出は逐次的かつ行列要素の参照位置や処理
内容が入力Yi に依存する [17]ため，行列間で共通に
計算できる処理が少なく，データ並列化は本質的に困
難である．
以上より，多数の小型行列を低ランクに正則化する

モデルは最適解を高速に得るのが困難で，その原因は

2 関数 g と正実数 µ > 0 に対し，点 y での近接写像とは
proxµg(y) = argminz g(z)+

1
2µ
∥z−y∥2 と定義される．核型

ノルムを含むいくつかの関数は近接写像の効率的な計算法が知
られており，そのような関数を近接写像計算可能 (proximable)
であると呼ぶ．

3 本稿での特異値分解は”thin SVD” とする．即ち Y=UΣVT

と分解した時，行列 U,V は K=min(M,N) 個の正規直交な
ベクトルから成り，K+1 番目以降の特異ベクトルの算出は省
略する（U∈RM×K，V∈RN×K）．また行列 Σ は K×K 対
角行列である．MATLAB では [U,S,V]=svd(Y,’econ’);．
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図 1: 核型ノルムの幾何的性質

SVDの多大な計算量と並列化の難しさにある．

3.Fast Multiple SVT

本章では式 (3)の多数の SVT計算を高速に算出する，
FMSVT [15]を導出する．この手法は核型ノルムがあ
る部分空間上のベクトルの距離で特徴付けられるとい
う，幾何的性質の発見に基づいて導かれる．この性質
により，核型ノルムを特異値を用いずに表現（命題 3.1,
系 3.2）でき，計算量が大きい SVDを使わない新しい
SVTの表現（命題 3.3）を獲得する．加えてこの SVT
はほとんどが線形変換で記述（命題 3.4）できるため，
データ並列なアルゴリズムを導ける．
続く 3.1節では核型ノルムの幾何的性質と新しいSVT

表現に関する命題を導き，3.2節で式を展開して SVT
算出式 (定理 3.5, 3.6)を示す．最後に 3.3節でデータ
並列化したアルゴリズムを示し，これを FMSVTとす
る．以上より得られる FMSVTは式 (4), (5)による算
出と比較して計算量が削減されており，かつデータ並
列なアルゴリズムである．
本稿では [15]で 2×2に限定していた入力行列のサイ

ズを，M×2及び 2×N に拡張する．なお proxµ∥·∥∗
(Y)=

(proxµ∥·∥∗
(YT))Tであるから，入力が 2×N 行列の SVT

はN×2サイズの SVT算出の前後に転置処理を施すの
みで実現できる．従って以降は，縦長のM×2行列の
SVTについて検討する．
3.1.核型ノルムの幾何的性質と SVTの新しい表現
FMSVT導出の中核となる，核型ノルムの幾何的性

質と SVD不要な SVTの表現について述べる．本節で
は結果のみを提示し，証明は付録に記す．以降，単一
の入力行列を Y= [y1,y2]∈RM×2, y1,y2 ∈RM とし，
その特異値を σ1, σ2(σ1≥σ2≥0)とする．

命題 3.1. 特異値和 σ1+σ2 と特異値差 σ1−σ2 は，

σ1±σ2=

√
trYTY±2

√
detYTY=∥y1∓Ry2∥2 (6)

である．ここでR∈RM×M は回転行列で，像 ImY4上
のベクトルを原点回りに，ImYに沿って π/2[rad]回転
させる 5．ただし回転方向の正負については，図 1の
ように y1から y2に最短で辿り着く方向を，回転の正
方向とする．

4行列 A∈RM×N に対し部分空間 ImA= {Ax|x∈RN}⊂RM

を A の像という．
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証明は付録 Aに記す．命題 3.1では特異値の和や差
が，ベクトル y1と±Ry2との間の，L2距離であると
主張している (図 1)．またトレースや行列式で構成さ
れる中間式は，YTYが 2×2行列であるため，算出が
容易である．
命題 3.1と核型ノルムの定義式 (1)から，直ちに以下

の系を求められる．

系 3.2. 核型ノルム ∥Y∥∗ は，

∥Y∥∗ = ∥Bvec(Y)∥∞,2 (7)

と表現できる ．ただし行列B∈R2M×2M は

B =

[
I −R
I R

]
(8)

とする．また ∥ · ∥∞,2 は L∞,2 混合ノルム 6 で，関数
vecは行列をベクトル化 7 する関数である．

系 3.2は，核型ノルムを特異値を使わずに線形変換
Bvec(·)と L∞,2混合ノルムの合成で表現できると主張
している．これは核型ノルムの近接写像（即ち SVT）
における SVD排除の可能性を示唆している．事実，系
3.2と付録の補題 B.1,B.2を組み合わせ，次の命題が得
られる．

命題 3.3. 行列Yの SVTについて，

proxµ∥·∥∗
(Y)=vecT

(
BTproxµ∥·∥∞,2

(
1

2
Bvec(Y)

))
(9)

が成立する．

証明は付録 Bに記す．これより，線形変換 Bvec(·)
と L∞,2 ノルムの近接写像 proxµ∥·∥∞,2

(·) の合成とい
う，SVT の新しい表現が得られた．ここで近接写像
proxµ∥·∥∞,2

(·)は非線形であるが，入力依存の対角行列
による線形変換として記述ができる．

命題 3.4. x=[xT
1 ,x

T
2 ]

T,x1,x2∈RM に対し，

proxµ∥·∥∞,2
(x)=

[
k1x1

k2x2

]
=diag(k1, k1, k2, k2)x (10)

where

[
k1
k2

]
=



[
(∥x1∥2+∥x2∥2−µ)+

2∥x1∥2
(∥x1∥2+∥x2∥2−µ)+

2∥x2∥2

]
if |∥x1∥2−∥x2∥2|≤µ[

1− µ
∥x1∥2
1

]
if ∥x1∥2−∥x2∥2>µ[

1

1− µ
∥x2∥2

]
if ∥x1∥2−∥x2∥2<−µ

(11)

5 任意の y∈ ImY について，(1)Ry∈ ImY (2)∥Ry∥2=∥y∥2
(3)yTRy=0 (4)R2y=−y (5)RTRy=RRTy=y が成立す
る．

6L∞,2 混合ノルムは L∞ノルムと L2ノルムの合成関数で，入力
x=[xT

1 ,x
T
2 ]

T に対し，∥x∥∞,2=max(∥x1∥2, ∥x2∥2)である．
7関数 vec は入力行列を Y = [y1,y2] ∈ RM×2 を並べ替えて列
ベクトル [yT

1 ,yT
2 ]T ∈R2M を出力する線形変換である．後の

vecT はこの逆変換で，Y=vecT(vec(Y)) とする．

�
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図 2: SVTの線形結合表現の係数
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図 3: 閾値 µの変化による SVTの軌跡

が成立する 8．

この命題の証明はMoreau直交分解 [18]と L1,2混合
ノルム球への射影 [19]に基づく (付録 C)．
以上より係数 k1, k2の算出 (11)を除けば，SVTは全

て線形変換で表現できることが明らかとなった．続く
節では上記式を展開し，SVT算出式とアルゴリズムを
提示する．
3.2.SVT算出法
前節の命題から，SVTを算出する下記の定理を得る．

定理 3.5. rankY=2かつ σ1 ̸=σ2 のとき，

proxµ∥·∥∗
(Y) = γ(1− δ)Y + γδRY (12)

where

γ=
(
1− (µ−σ2)+

σ1−σ2

)
+
, δ= min(µ,σ2)

σ1+σ2
,Y=[y2,−y1] (13)

が成立する．

上記定理は，式 (9)の prox計算を式 (10)で展開し，
さらに式 (6)と (11)を適用して得られる．単純な式変
形と場合分けで確認できるため，証明を省略する．
定理 3.5は，SVTを入力行列Yと行列RYの線形結

合から算出できると主張している．結合係数 γ(1−δ), γδ
は振幅パラメータγと内分比パラメータ δから構成され，
いずれも SVTの閾値 µの関数である．係数 γ(1−δ), γδ
の関数形を図 2にプロットする．

8xi =0 のとき kixi =(0/0)0 となるが，例外的に kixi =0 と
する．
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この係数に基づき µ の増加による proxµ∥·∥∗
(Y) の

軌跡を図 3 に示す．[z1, z2] = proxµ∥·∥∗
(Y) とするこ

とで，ImY 上のベクトル z1, z2 の軌跡を表している．
0<µ≤σ2ではYとRYの内分となり，σ2<µ<σ1で
は振幅が線形に減少し，µ≥σ1ではゼロ行列Oとなる．
定理 3.5を適用するには，π/2[rad]回転行列Rによ

る変換RYの具体的な値を求める必要がある．この求
め方を，M≥3の場合とM=2の場合の 2通りに分け
て述べる．まずM ≥ 3の場合，行列 Rは脚注 5の全
ての条件を満たし，命題 3.1に述べた回転方向である
必要がある．これらを満たす行列Rは

R =
1√

detYTY
(y2y

T
1 − y1y

T
2 ) (14)

であることを見出した．しかし式 (14)でRを算出して
から行列積 RY を求める手順では，O(M2)オーダー
の計算量が必要である．そこで内積を先に展開し，計
算順序を入れ替えて，

RY =
1√

detYTY
Y

[
−yT

2 y2 yT
1 y2

yT
1 y2 −yT

1 y1

]
(15)

と計算する．これにより，計算量オーダーをO(M)に
削減できる．加えて式 (12)についてはYの積で括り，

(12)=Y

(
γ(1−δ)I2+

γδ√
detYTY

[
−yT

2 y2 yT
1 y2

yT
1 y2 −yT

1 y1

])
(16)

とすれば，さらに計算量を削減できる．
続いてM=2の場合，符号関数 sgnを用いて

R = sgn(detY)

[
0 −1
1 0

]
(17)

の成立は自明である．即ち要素の入れ替えと符号反転
でRYを算出でき，

RY=sgn(detY)

[
−y22 y21
y12 −y11

]
,where Y=

[
y11 y12
y21 y22

]
(18)

である．
以上により定理 3.5を用いて SVTを求める方法を述

べた．しかしこの定理は rankY=2かつ σ1 ̸=σ2 とい
う条件が課されている．これ以外の場合は下記の通り，
µより定まる振幅をYに乗じて，容易に算出できる．

定理 3.6. 「rankY=2かつ σ1 ̸=σ2」以外のとき，

proxµ∥·∥∗
(Y)

=



O if rankY=0(
1− µ

∥Y∥F

)
+

Y if rankY=1(
1−

√
2µ

∥Y∥F

)
+

Y if
rankY=2

かつσ1=σ2

(19)

ここで ∥Y∥Fは行列Yのフロベニウスノルムで，行列
要素の 2乗和平方根である．

証明は付録Dに記す．定理 3.5および定理 3.6を用い

表 2: rankYの判別法
detYTY=0 detYTY ̸=0

Y=O rankY=0 —

Y ̸=O rankY=1 rankY=2

アルゴリズム 1: SVT算出法（M ≥ 3）
input : Y=[y1,y2]∈RM×2, µ>0
output: Z=proxµ∥·∥∗(Y)

1 if Y=OM×2 (↔ rankY=0) then
2 Z← OM×2;
3 else
4 a← yT

1 y1, b← yT
1 y2, c← yT

2 y2;

5 d← ac−b2, e←
√
d ; % d=detYTY

6 f ← a+c ; % f=trYTY=∥Y∥2F
7 if d=0 (↔ rankY=1) then

8 Z←
(
1− µ√

f

)
+
Y;

9 else
10 w2 ←

√
f−2e ; % w2=σ1−σ2

11 if w2=0 (↔ σ1=σ2) then

12 Z←
(
1−

√
2µ√
f

)
+
Y;

13 else
14 w1 ←

√
f+2e ; % w1=σ1+σ2

15 σ2 ← 1
2
(w1−w2);

16 γ ←
(
1− (µ−σ2)+

w2

)
+
, δ ← min(µ,σ2)

w1
;

17 Z← Y
(
γ(1−δ)I2+ γδ

e

[
−c b
b −a

])
;

て SVT算出するためには，階数 rankYと特異値 σ1, σ2

から適切に場合分けする必要がある．階数については，
Yがゼロ行列Oか否か，detYTYが 0か否かにより，
表 2の通り判別できる．また特異値については，式 (6)
の中間式より σ1±σ2 を算出すれば良い．
以上の検討をまとめ，SVTを算出するアルゴリズム

1,2を提案する．アルゴリズム 1はM≥3の場合，アル
ゴリズム 2はM=2の場合の手順を示している．計算
量を削減するため，場合分けに必要な detYTY, σ1−σ2

や係数 γ, δは全て内積 yT
i yj , (i, j=1, 2)を用いて算出

している．
アルゴリズムの計算量について考察する．式 (4), (5)

の通り SVDを用いる SVT算出法では，SVDに 24M+
160 [flops] 9，閾値処理に 2 [flops]，行列積に 6M+4
[flops] で合計 30M+166 [flops] の浮動小数点演算が必
要である．一方でアルゴリズム 1は 12M+26 [flops]，
アルゴリズム 2は 36 [flops]であり，SVDに基づく方
法と比較して 60∼84%の浮動小数点演算を削減できる．

3.3.行列間並列化
続いて前節のアルゴリズムを用いて，L個の行列入

力Y1,· · ·,YL の SVTを同時に求める方法を述べる．
アルゴリズム 1,2の処理の大半は，ベクトルや行列

に関する基本演算 (和，積，定数倍)より構成され，並
列化の効果が高いことを示唆している．そこで L個の
行列Y1,· · ·,YL に対してデータ並列に SVTを算出す

9サイズM ×N の入力行列に対して R-SVD アルゴリズム [17]
を用いて thin SVDを求める時の浮動小数点演算回数 6MN2+
20N3 [flops] に，N=2 を代入して算出している．
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アルゴリズム 2: SVT算出法（M = 2）

input : Y=[y1,y2]=
[
y11 y12
y21 y22

]
∈R2×2, µ>0

output: Z=proxµ∥·∥∗(Y)

1 if Y=O2×2 (↔ rankY=0) then
2 Z← O2×2;
3 else
4 a← yT

1 y1, c← yT
2 y2;

5 d← detY, e← |d| ;
6 f ← a+c ; % f=trYTY=∥Y∥2F
7 if d=0 (↔ rankY=1) then

8 Z←
(
1− µ√

f

)
+
Y;

9 else
10 w2 ←

√
f−2e ; % w2=σ1−σ2

11 if w2=0 (↔ σ1=σ2) then

12 Z←
(
1−

√
2µ√
f

)
+
Y;

13 else
14 w1 ←

√
f+2e ; % w1=σ1+σ2

15 σ2 ← 1
2
(w1−w2);

16 γ ←
(
1− (µ−σ2)+

w2

)
+
, δ ← min(µ,σ2)

w1
;

17 Z← (γ − γδ)Y+sgn(d)γδ
[
−y22 y21
y12 −y11

]
;

るアルゴリズム 3を Fast Multiple SVT (FMSVT)と
して提案する．FMSVTの計算量は，単純にアルゴリ
ズム 1,2の L倍である．
アルゴリズム 3では係数 γ(i), δ(i) の算出のみ条件分

岐させ，その他の処理をインデクス i = 1,· · ·, L 間で
共通化する．これにより，係数 γ(i), δ(i) 算出に費やす
4L[flops] 以外を全てデータ並列化でき，M ≥ 3 では
93.5%以上，M=2では 88.9%の浮動小数点演算をデー
タ並列に処理する．
加えてアルゴリズム 3は SIMD型アーキテクチャと

の親和性が特に高い．SIMDでは条件分岐をマスク演
算で実現でき，係数 γ(i), δ(i) の算出もデータ並列化で
きる．

4.実験

提案手法による SVT算出性能を評価するために，乱
数で生成した行列に各アルゴリズムで SVT を施し，
実行時間と計算精度を観測する．以下の実験は，全て
MATLAB R2016b (Ver. 9.1.0.441655)を用いて実装
し，CPU：Intel Core i7–4770@3.40GHz (4 コア 8 ス
レッド), RAM：16.0GBの計算機により実行している．
4.1.シミュレーション条件
シミュレーションに用いるテスト行列は，ランダム

な入力行列 Yi(i=1,· · ·, L)と，その SVT結果である
出力行列 Zi(i=1,· · ·, L)の組である．出力行列は各ア
ルゴリズムで算出された SVT結果の精度を確かめるの
に用いる．
テスト行列の生成法を以下に述べる．文献 [20] で

言及されている方法に倣い，ランダムな行列から真
値に近い特異ベクトルを得る方法を採用する．まず
正規乱数を要素に持つ M × 2 行列 Xi を生成する．
続いて Xi を SVD し，ランダムな特異ベクトルの組
Ui,Viを得る．次にランダムな特異値 σ1∈ [0.5, 1], σ2∈

アルゴリズム 3: Fast Multiple SVT

input : (Y1,· · ·,YL), µ>0

output: (Z1,· · ·,ZL)=
(
proxµ∥·∥∗(Y1),· · ·,proxµ∥·∥∗(YL)

)
1 各 i=1, · · · , Lについてアルゴリズム 1,2に従って

a(i), b(i), c(i), d(i), e(i), f (i), w
(i)
1 , w

(i)
2 , σ

(i)
2 を算出;

2 各 i=1, · · · , Lについて以下の条件分岐を実行;
3 if Yi=O then
4 γ(i) ← 0, δ(i) ← 0;

5 else if d(i)=0 then

6 γ(i) ←
(
1− µ√

f(i)

)
+

, δ(i) ← 0;

7 else if w
(i)
2 =0 then

8 γ(i) ←
(
1−

√
2µ√
f(i)

)
+

, δ(i) ← 0;

9 else

10 γ(i) ←
(
1− (µ−σ

(i)
2 )+

w
(i)
2

)
+

, δ(i) ← min(µ,σ
(i)
2 )

w
(i)
1

;

11 各 i=1, · · · , Lについてアルゴリズム 1,2の 17行目に
従って Zi を算出;

表 3: 計算時間
時間単位は [msec]

SVDSVT [3] FRSVT [14] FMSVT-np FMSVT-p
（M,L） 時間 時間 比 時間 比 時間 比
(2, 10) 0.099 0.383 ×0.26 0.057 ×1.74 0.042 ×2.37
(2, 100) 0.958 3.760 ×0.25 0.553 ×1.73 0.054 ×17.80
(2, 1000) 9.637 38.008 ×0.25 5.512 ×1.75 0.173 ×55.75
(2, 10000) 97.195 374.000 ×0.26 55.059 ×1.77 1.014 ×95.82
(3, 10) 0.110 0.362 ×0.30 0.079 ×1.39 0.050 ×2.19
(3, 100) 1.051 3.510 ×0.30 0.772 ×1.36 0.068 ×15.50
(3, 1000) 10.660 35.209 ×0.30 7.639 ×1.40 0.221 ×48.34
(3, 10000) 111.440 352.130 ×0.32 75.787 ×1.47 1.312 ×84.93
(10, 10) 0.112 0.362 ×0.31 0.081 ×1.39 0.051 ×2.20
(10, 100) 1.095 3.543 ×0.31 0.770 ×1.42 0.074 ×14.84
(10, 1000) 10.713 35.508 ×0.30 7.655 ×1.40 0.402 ×26.64
(10, 10000) 108.430 356.510 ×0.30 76.764 ×1.41 2.246 ×48.27
(50, 10) 0.120 0.377 ×0.32 0.085 ×1.42 0.055 ×2.20
(50, 100) 1.171 3.697 ×0.32 0.823 ×1.42 0.117 ×10.04
(50, 1000) 11.430 37.166 ×0.31 7.989 ×1.43 0.850 ×13.45
(50, 10000) 117.490 375.610 ×0.31 82.119 ×1.43 16.219 ×7.24
(100, 10) 0.247 0.429 ×0.58 0.086 ×2.86 0.061 ×4.05
(100, 100) 2.079 4.195 ×0.50 0.833 ×2.50 0.236 ×8.82
(100, 1000) 19.841 42.190 ×0.47 8.670 ×2.29 1.452 ×13.66
(100, 10000) 191.050 420.990 ×0.45 87.749 ×2.18 31.169 ×6.13

[0, 0.5]を一様乱数で生成する．最後に，入力テスト行
列 Yi = Uidiag(σ1, σ2)V

T
i と，出力テスト行列 Zi =

Uidiag((σ1−µ)+, (σ2−µ)+)V
T
i を算出する．以上の手

順は全て倍精度の浮動小数点演算により算出した．行
列の列サイズはM = 2, 3, 10, 50, 100の 5パターン，行
列の数は 10, 100, 1000, 10000の 4パターンを用いた．
実験に用いる SVTのアルゴリズムは，式 (4), (5)の

通り SVDに基づいて算出する方法 [3](SVDSVT)，Oh
らの手法 [14](FRSVT)，本稿で提案したアルゴリズム
1,2(FMSVT-np)，およびこれをデータ並列化したアル
ゴリズム 3(FMSVT-p)である．SVDSVTはMATLAB
標準の SVD 関数，および行列積を用いて実装し，ま
た FRSVTについては Ohらが作成したオリジナルの
MATLABコードを用いた．FRSVTのコア行列サイズ
は 1とし，他のパラメータは [14]と同じ設定にした．
また SVDSVT，FRSVT，FMSVT-npは，行列間の処
理 (3)をループで逐次的に算出している．
4.2.シミュレーション結果
各アルゴリズムで SVT を算出するのに要した実行

時間を表 3に示す．各計算は倍精度演算で実行してい
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図 4: 計算精度の分布
RMSEの平均値は SVDSVT, FRSVT, FMSVTの順に，

2.11×10−8, 1.86×10−2, 8.77×10−9．

る．どの条件においても提案した FMSVT-pが最も速
く，SVDSVTと比較して最大 95.82倍速度向上してい
る．また並列化していない FMSVT-npの効果が 1.3～
2.8倍程度であることから，アルゴリズム 3のデータ並
列化効果が著しく高いことが確認できる．なおFRSVT
の速度が SVDSVTに劣るのは，入力行列の列数が 2と
小さく，コア行列縮退の効果を十分に得られないため
である．
続いて計算精度について図 4を用いて述べる．図 4

は，単精度で実行した各 SVT の出力結果と出力テス
ト行列との計算誤差を，二乗平均平方根誤差 ( Root
Mean Square Error ;RMSE) の分布で示している．た
だし FRSVTに関しては，Ohらのコードが単精度演
算できない仕様のため，倍精度演算の結果を示してい
る．またFMSVT-npとFMSVT-pは同一の計算結果で
あるので，まとめて FMSVTと記載している．提案し
た FMSVTは SVDSVTと比較して計算誤差が半分程
度で，RMSEは 8.77×10−9であった．一方で FRSVT
は他の手法と比較して誤差が約 106 倍大きい．これは
FRSVTが行列近似に基づいて高速化する手法である
ため，本質的に回避できない．
以上より FMSVTが計算速度に優れ，計算誤差の小

さい SVT計算手法であることを確認した．

5.おわりに

本稿では，多数の小型行列を低ランク正則化する最
適化問題の解を高速に求めることを目的として，特異
値閾値処理 (SVT)の高速算出アルゴリズムFMSVTを
提案した．核型ノルムを部分空間上のベクトル距離で
表現できる発見に基づき，特異値分解 (SVD)が不要で
データ並列な SVT算出法を導いた．評価実験の結果，
従来手法以上の計算精度を持ちつつ，最大 95.82倍高
速に SVTを算出できることを確認した．

付録

A.命題 3.1の証明

証明. 行列YTYの固有値を λ1, λ2,(λ1≥λ2≥ 0)とす
る．λ1=σ2

1 , λ2=σ2
2，λ1+λ2=trYTY=∥y1∥22+∥y2∥22，

λ1λ2=detYTY=∥y1∥22∥y2∥22−(yT
1 y2)

2 より，

σ1±σ2=
√
σ2
1+σ2

2±2σ1σ2=

√
λ1+λ2±2

√
λ1λ2

=

√
trYTY ± 2

√
detYTY

=

√
∥y1∥22+∥y2∥22±2

√
∥y1∥22∥y2∥22−(yT

1 y2)2

(20)

である．
ここでYを表現行列とする線形写像の像 ImYを考

えると，高々2次元の部分空間である（∵ dim(ImY)=
rankY ≤ 2）．そこで図 1 の通り ImY を本稿紙面に
埋め込み，ベクトル y1,y2 ∈ RM の幾何的性質に着
目する．y1,y2 の成す角を θ ∈ [0, π] [rad] とすると，
(yT

1 y2)
2=∥y1∥22∥y2∥22 cos2 θであるから，

(20)=
√
∥y1∥22+∥y2∥22±2∥y1∥2∥y2∥2 sin θ (21)

が得られる．
また図 1に示すように，ベクトル y2 を π/2[rad]回

転させたRy2 を考えると，y1 とRy2 の成す角は θ+
π/2[rad] である．∥Ry2∥2 = ∥y2∥2，sin θ = − cos(θ+
π/2)であるから，

∥y1∥2∥y2∥2 sin θ = −∥y1∥2∥Ry2∥2 cos(θ+π/2)

= −yT
1 Ry2 (22)

が成立する．式 (21)に代入して，

(21)=
√
∥y1∥22+∥Ry2∥22∓2yT

1 Ry2

=∥y1∓Ry2∥2 (23)

が得られる．従って題意は示された．

B.命題 3.3の証明

命題 3.3の証明に先立って，次の 2つの補題を示す．

補題 B.1. 式 (8)の行列 Bは，任意の x= [xT
1 ,x

T
2 ]

T，
x1,x2∈ ImY に対し，

BBTx=BTBx=2x (24)

が成立する．

証明. 脚注 5の性質 (5)より，

BBTx =

[
I+RRT I−RRT

I−RRT I+RRT

][
x1
x2

]
=

[
x1+x1+x2−x2
x1−x1+x2+x2

]
= 2x (25)

BTBx =

[
2I O
O 2RTR

][
x1
x2

]
= 2x (26)

である．

補題 B.2. ベクトル z1, z2 ∈ RM を [z1, z2] =
proxµ∥·∥∗

(Y)とする．このとき z1, z2∈ ImYである．
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証明. (U,Σ,V)=SVD(Y)とし，

U = [u1,u2],u1,u2∈RM

Σ =

[
σ1 0
0 σ2

]
, σ1, σ2∈R

V =

[
v11 v12
v21 v22

]
, v11, v12, v21, v22∈R

とする．SVDの定義 (脚注3)よりyi=σ1vi1u1+σ2vi2u2

なので，

ImY =


ImU if rankY = 2

Imu1 if rankY = 1

{0} if rankY = 0

(27)

である．
同様にSVTの定義 (式 (4))より，zi=(σ1−µ)+vi1u1+

(σ2−µ)+vi2u2 なので，(27)の場合分け毎に，zi∈ ImY
が確認できる．

以上を踏まえて，命題 3.3を証明する．

証明. 系 3.2と近接写像の定義 (脚注 2) より，

proxµ∥·∥∗
(Y)=proxµ∥Bvec(·)∥∞,2

(Y)

=arg min
Z∈RD×2

∥Bvec(Z)∥∞,2+
1

2µ
∥Z−Y∥2F

=vecT
(
arg min
z∈R2D

∥Bz∥∞,2+
1

2µ
∥z−vec(Y)∥22

)
(28)

が成立する．ここで z=vec(Z)と変数置換しているが，
補題 B.2より探索範囲を z∈ ImY2 に限定できる．そ
こで変数を再度置換して

x =
1

2
Bz (29)

とする．両辺にBTを掛けると，補題B.1よりBTx=z
となる．また再び補題B.1より，vec(Y)= 1

2B
TBvec(Y)

が成立する．以上より，

∥z−vec(Y)∥22 =

∥∥∥∥BTx− 1

2
BTBvec(Y)

∥∥∥∥2
2

=

(
x− 1

2
Bvec(Y)

)T

BBT

(
x− 1

2
Bvec(Y)

)
= 2

∥∥∥∥x− 1

2
Bvec(Y)

∥∥∥∥2
2

(30)

となる（最右辺への変形にも補題B.1を使用）．式 (28)
に式 (29), (30)を適用すると，

(28)=vecT

(
BTarg min

x∈ImY2

∥x∥∞,2+
1

2µ

∥∥∥∥x− 1

2
Bvec(Y)

∥∥∥∥2
2

)

=vecT
(
BTproxµ∥·∥∞,2

(
1

2
Bvec(Y)

))
(31)

となり，題意を得る．

C.命題 3.4の証明

証明. L∞,2 ノルムの双対ノルムは L1,2 ノルムなので，
Moreauの直交分解 10 [18]より，

proxµ∥·∥∞,2
(x) = x− projµB1,2

(x) (32)

である．ここで projµB1,2
(x)は半径 µの L1,2球である

µB1,2 への L2 距離射影で，下記の最適化問題の解で
ある．

projµB1,2
(x)=arg min

z∈µB1,2

1

2
∥x− z∥22

µB1,2={z=[zT1 , z
T
2 ]

T|∥z1∥2+∥z1∥2 ≤ µ}
(33)

van den Bergら [19]によれば，問題 (33)は L1球射影
と L2 球射影の問題に分離でき，

projµB1,2
(x) =

[
projη1B2

(x1)

projη2B2
(x2)

]
(34)[

η1
η2

]
= projµB1

([
∥x1∥2
∥x2∥2

])
(35)

の 2つの問題と等価である．式 (34)の L2 ノルム射影
は projηiB2

(xi)=(ηi/∥xi∥2)xiと計算できる．一方で式
(35)の L1 ノルム射影は

(35)=



[
∥x1∥2− (∥x1∥2+∥x2∥2−µ)+

2

∥x2∥2− (∥x1∥2+∥x2∥2−µ)+
2

]
if |∥x1∥2−∥x2∥2|≤µ[

µ

0

]
if ∥x1∥2−∥x2∥2>µ[

0

µ

]
if ∥x1∥2−∥x2∥2<−µ

(36)

となる．以上より，

(32) =

[
k1x1

k2x2

]
(37)

where[
k1
k2

]
=

[
1− η1

∥x1∥2

1− η2

∥x2∥2

]

=



[
(∥x1∥2+∥x2∥2−µ)+

2∥x1∥2
(∥x1∥2+∥x2∥2−µ)+

2∥x2∥2

]
if |∥x1∥2−∥x2∥2|≤µ[

1− µ
∥x1∥2
1

]
if ∥x1∥2−∥x2∥2>µ[

1

1− µ
∥x2∥2

]
if ∥x1∥2−∥x2∥2<−µ

(38)

となり，題意を満たす．

10ある凸関数 f(x)とそのルジャンドル変換 f∗(x)について，xの分
解x=proxf (x)+proxf∗ (x)をMoreauの直交分解という．特に
凸関数がノルム f(x)=µ∥x∥のとき，双対ノルム µ∥x∥dの球Bd

への射影 projµBd
(x)を用いて，x=proxµ∥·∥(x)+projµBd

(x)

が成立する．
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D.定理 3.6の証明

証明. Z = proxµ∥·∥∗
(Y) とする．rankY = 0 の場合，

Y=OM×2 であるため自明．
rankY=1の場合，σ1>0, σ2=0であるため，

Z = U

[
(σ1−µ)+ 0

0 0

]
VT =

(σ1−µ)+
σ1

U

[
σ1 0
0 0

]
VT

=

(
1− µ

σ1

)
+

Y (39)

である．ここで，

∥Y∥F =
√
trYTY =

√
tr(σ1u1vT

1 )
T(σ1u1vT

1 )

= σ1 (40)

であるため，題意を満たす．
rankY=2かつ σ1=σ2 の場合，

Z = U

[
(σ1−µ)+ 0

0 (σ1−µ)+

]
VT

=
(σ1−µ)+

σ1
U

[
σ1 0
0 σ1

]
VT

=

(
1− µ

σ1

)
+

Y (41)

である．ここで，

∥Y∥F =
√
trYTY =

√
tr(σ1UVT)T(σ1UVT)

=
√
2σ1 (42)

より題意を満たす．
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