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1 はじめに
本研究では, 一次関数の合成順と行列の積順を扱う．

一次関数の合成順とは, n 個の一次関数 fi(x) = aix + bi

(i ∈ [n])と実定数 cが与えられたとき, fσ(n)◦· · ·◦fσ(1)(c)
を最小化（あるいは，最大化）する合成順（すなわち，n次
の置換）σを求める問題である．ただし，[n] = {1, . . . , n}，
ai と bi (i ∈ [n])は実定数とする．例えば, c = 0, f1(x) =
−x/2+3/2, f2(x) = x− 3, f3(x) = 3x− 1が与えられた
とき, 恒等置換 σ では, f3 ◦ f2 ◦ f1(0) = f3(f2(f1(0))) =

f3(f2(
3
2 )) = f3(− 3

2 ) = − 11
2 となり, τ(1) = 2, τ(2) = 1,

τ(3) = 3 という置換 τ では, f3 ◦ f1 ◦ f2(0) = 8 となる．
3 ! = 6通りの置換が存在するが，この例では σ と τ はそ
れぞれ最小値, 最大値を与える．この合成順問題は, 自然
で基礎的な計算機科学分野の問題であると同時に，スケジ
ューリングなど多くの応用をもつ．この問題は，Kawase-
Makino-Seimi [6]によって提案された問題であるが，スケ
ジューリング分野で（陰的に）扱われていた．
処理時間が p1, . . . , pn である n 個の仕事を 1 つの機械

で処理させメイクスパン（最後の仕事が終わるまでの時間）
を最小化する 1機械スケジューリング問題を考えよう．最
も古典的な設定では処理時間 piは定数であるが，仕事の開
始時刻に依存する時間依存スケジューリングは広く研究さ
れている [2, 3, 4, 8, 9, 10]．時間依存スケジューリングは,
開始時間が遅いほど処理時間が短くなるという学習効果や
開始時間が遅いほど疲労などで処理時間が長くなるという
劣化を扱うために導入された．その中でもっとも広く研究
されている線形時間依存，すなわち，処理開始時刻 sに対
して，仕事 iの処理時間が pi(s) = ãis+ b̃i の場合では，学
習効果モデルは −1 < ãi < 0 *1，劣化モデルは ãi > 0と
なる．この線形時間依存スケジューリング問題は, 一次関
数 fi(x) = (ãi + 1)x+ b̃i の最小合成順問題と等価である．
Mosheiov [8]は, 処理時間 pi(s)の定数項が全て 0のとき，
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*1 早く処理が始まった仕事は早く完了するので, 任意の正実数 tに
対して, pi(s) < t+ pi(s+ t)が成立するので，ãi > −1となる．

スケジュール（すなわち，置換）に依らず，メイクスパンが
不変であることを示した．Gawiejnowicz-Pankowska [2],
Gupta-Gupta [3], Tanaevら [9], Wajs [10] は, 処理時間
が線形に増加する場合（ãi, b̃i > 0. つまり, ai > 1, bi > 0）
を研究し, ãi/b̃i(= (ai − 1)/bi) の降順が最適順であるこ
とを示した．Ho-Leung-Wei [4]は, 処理時間が線形に減少
する場合（−1 < ãi < 0, b̃i > 0．つまり, 0 < ai < 1,
bi > 0）も, ãi/b̃i(= (ai − 1)/bi) の降順で最適順が得ら
れることを示した．その後, Kawase-Makino-Seimi [6]は,
最適合成順問題を導入し, 最大化問題も最小化問題として
定式化できることを示すと同時に，非負一次関数（ai ≥ 0）
に対する O(n logn) 時間アルゴリズムを構成した．しか
しながら, 一般の一次関数に対する合成順問題の計算量は
未解決のまま残されており，多項式時間で計算可能かどう
かは未だに分かっていない．
関連研究 [6]として，非線形関数の合成順問題の研究も

行われている．例えば，区分線形関数の合成順問題は，リ
リース時刻（すなわち，処理可能時刻）や納期がある時間
依存スケジューリングや自由順序秘書問題を含み，一般に
は NP困難であるが，いくつかの重要な部分クラスに対し
て多項式時間で解けることが知られている．それ以外にも
n個中のいくつかの関数を合成させて最小化あるいは最大
化させる部分合成順問題や n 個の中から k 個の関数を合
成する k 合成順問題の研究も行われている．
本研究の成果
本論文では，この一次関数の合成順問題に対して，以下

の 4つの成果を得る．

(i) 傾き正（あるいは，非負）の一次関数に対する最適合
成順の特徴付けを得る（定理 1）．

(ii) 傾き正（あるいは，非負）の一次関数に対する最適合
成順の数え上げ（個数の計算）や列挙が効率的に可能
であることを示す（系 2）．

(iii) 傾き正（あるいは，非負）の一次関数に対する最適
合成順における大域的な最適性と局所的な最適性が同
値であることを示す（定理 3）．

(iv) 一般の一次関数に対する最適合成順問題が傾き負の
一次関数の個数に関して固定パラメータ容易（fixed-
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parameter tractable, FPT）であることを示す（定理
4）．

ここで最適とは最小あるいは最大を意味する．これまで最
適合成順 1つを効率的に求めることは可能であったが，最
適合成順の構造が未解決であった．それゆえ，例えば，一
般（傾き負の一次関数を含む）の最適合成順問題に対する
効率的なアルゴリズム構築が困難な状況にあった．(i)は，
その最適合成順の構造を明らかにする成果である．この特
徴付けを直接的に用いることで，(ii)を得ることができる．
また，(i) を利用すると同時に，傾き負の一次関数の役割
を考慮し，一般的な最適合成順の離散構造を解析すること
で，FPT アルゴリズムを構築することに成功した．(iii)
は最適化の観点で重要な成果である．局所的な最適性が大
域的な最適性を意味するという興味深い構造をもつことを
示す．
次に，本論文では一次関数の合成順問題の拡張となる行

列の積順問題を考察する．この行列積順問題は，マックス
プラス代数版においては研究が行われているが，通常の代
数系においては自然な問題にも関わらず，これまでに研究
が行われていない現状にある．この行列積順問題に対して
以下の成果を得る．

(v) 2次正方行列の積順問題に対して，一次関数の合成順
問題の成果が拡張可能であることを示す（定理 5）．ま
た，その自然な一般化がいずれも強 NP困難であるこ
とも示す（定理 6，7）．

(vi) マックスプラス代数における行列の積順問題が，(v)
の系として得られることを示す（定理 8）．

(v)において，同時三角化可能な場合は，一次関数の合成
順の構造が継承されることを示すことにより，一次関数の
合成順の成果も拡張可能であることを示す．また，それ以
外の拡張，例えば，3次正方行列の積順は，たとえ，全て
の行列が上三角行列としても，NP困難であることを示す．

(vi)に関しては，マックスプラス代数の演算が（通常の）
行列演算の極限として得られることを利用して，これまで
知られていたマックスプラス版の最適行列積順の成果を得
る．このことはメイクスパン最小の 2機械フローショップ
スケジューリング問題における有名なジョンソン規則 [5]
が我々の系として得られることも示すことになる．
本節の残りで，これらの成果を数学的に正確に記述する．

まず，一次関数の合成を考えるとき，どんな合成順 σ を用
いても，得られる合成関数の傾きが一定であることが分か
る．それゆえ，合成順問題における入力 cはある意味不必
要であり，一次関数合成順問題は，合成関数の切片を最大
化，あるいは，最小化する問題とみなすことができる．
次に, 傾き正の一次関数に対する最適置換の特徴付け

のために, 3 つの重要な概念，反時計回り性, 同一直線上
性, 潜在的恒等性を定義する. 一次関数 f(x) = ax + b

を 2 次元ベクトル
(

b

1− a

)
とみなし, その角度をベクト

ルの極角（0 以上 2π 未満）と定義し, θ(f) と書く．f が

恒等関数ならば, θ(f) = ⊥ とする．例えば, −→f =

(
0

2

)
,

−→g =

(
−
√
3

−1

)
ならば, θ(f) = π/2, θ(g) = 7π/6 (図 1).

一次関数 f1, . . . , fnに対して, 置換 σ は, θ(fσ(k)) ≤ · · · ≤

図1 f(x) = −xと g(x) = 2x−
√
3のベクトル表現.

θ(fσ(n)) ≤ θ(fσ(1)) ≤ · · · ≤ θ(fσ(k−1))となるようなある
整数 k ∈ [n] が存在するとき, 反時計回りという．ここで,
恒等関数である fiは無視する．例えば, fσ(2)が恒等関数な
ら, θ(fσ(2)) = ⊥ なので, θ(fσ(1)) ≤ θ(fσ(3)) といった不
等式を考える．一次関数 f1, . . . , fn は, その対応するベク
トルが原点を通るある直線上にある, すなわち, 各 i ∈ [n]

に対して θ(fi) ∈ {λ, λ + π,⊥} となる角度 λ が存在する
とき, 同一直線上にあるという．また, f1, . . . , fn は, ある
反時計回りの置換 σ により合成した関数が恒等関数, すな
わち, fσ(n) ◦ · · · ◦ fσ(1)(x) = xとなるとき, 潜在的恒等で
あるという．置換は, それにより合成した関数が最小（最
大）であるとき, 最小（最大）という．以下のように，最
小置換の完全な特徴付けを得る．

定理 1. f1, . . . , fn を傾き正の一次関数とする．このとき,
以下の 3つのいずれが成立する．

(i) 一次関数が同一直線上にあるならば, かつ, そのとき
に限り, 任意の置換が最小である．

(ii) 一次関数が同一直線上にないならば, 次の 2つが等価
である．
(ii-1) 一次関数が潜在的恒等である.
(ii-2) 置換 σ が反時計回りであることは，σ が最小
であるための必要十分条件である．
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(iii) 一次関数が同一直線上になく潜在的恒等でもないと
き, 置換 σ が最小ならば, かつ, そのときに限り，σは

θ(fσ(n) ◦ · · · ◦ fσ(1)) + π ∈ [θ(fσ(t)), θ(fσ(s))]2π

を満たす反時計回りの置換である．

(iii) の式中の s と t はそれぞれ fσ(i) が恒等関数で
ない最初と最後の整数 i である．また，2 つの実数
θ1 と θ2 が同じ角度，すなわち, θ1 − θ2 ∈ 2πZ なら
ば, θ1 =2π θ2 と書き, [θ1, θ2]2π = {θ ∈ [λ1, λ2] |
λ1 =2π θ1, λ2 =2π θ2, λ2 − λ1 ∈ [0, 2π)} と定義する．
なお, Kawase ら [6] が導入した辞書式順は反時計回り

の置換と解釈でき, それ故，彼らのアルゴリズム的な成果
は，反時計回りの置換の中に，最小置換が存在することを
示したと言い換えられる．また，本論文では省略するが，
定理 1を拡張することで傾き非負の一次関数の最小置換の
特徴付けが得られる．また，[6]に示された関数変換 (2節
の式 (2), 3節の注 1参照)を用いることで，定理 1中の「反
時計回り」を「時計回り」に置き換えることで, 最大置換
を特徴付けることができる．
定理 1の特徴付けを直接的に利用することで，以下の系

を得る．

系 2. 傾き正の一次関数に対する最小置換を多項式時間で
数え上げることできる．また，最小置換を多項式時間遅延
で列挙可能である．

ここで，列挙アルゴリズムが多項式時間遅延であるとは，
アルゴリズムが動作し始めてから最初の要素を出力するま
での時間間隔，p番目と p+ 1番目の要素を出力する時間
間隔（p = 1, 2, . . .），最後の要素を出力してからアルゴリ
ズムが停止する時間間隔のそれぞれが（入力長の）多項式
時間で抑えられることを意味する．
続いて, 最適化分野の重要な概念である局所的な最適性

を定義するために，置換の近傍を導入する．置換 σ に対
して, 3 つの自然数 ℓ, m, r (ℓ ≤ m < r) を用いて, 置換
σℓ,m,r を次で定義する（図 2参照）:

σℓ,m,r(i) =


σ(i) if 1 ≤ i < ℓ, r < i ≤ n,

σ(i− ℓ+m+ 1) if ℓ ≤ i < ℓ−m+ r,

σ(i+m− r) if ℓ−m+ r ≤ i ≤ r.

置換 σ の 近傍 N(σ) を {σℓ,m,r | ℓ ≤ m < r}, すなわ
ち, σ において 2つの隣り合う区間を交換することで得ら
れる置換からなる集合と定義する.置換 σ は, 任意の置換
µ ∈ N(σ)に対して fσ ≤ fµ であるとき, 局所最小という．
ここで，fσ は σ による合成関数 fσ(n) ◦ · · · ◦ fσ(1) を意味
する．

σ σ(1) . . . σ(l − 1)

l−1
︷ ︸︸ ︷

σ(l) . . . σ(m)

m−l+1
︷ ︸︸ ︷

σ(m+ 1) . . . σ(r)

r−m
︷ ︸︸ ︷

σ(r + 1) . . . σ(n)

n−r
︷ ︸︸ ︷

σl,m,r σ(1) . . . σ(l − 1) σ(m+ 1) . . . σ(r) σ(l) . . . σ(m) σ(r + 1) . . . σ(n)

図2 σl,m,r のイメージ

定理 3. 傾き正の一次関数に対して，置換が（大域）最小
であることと局所最小であることは同値である．

定理 1と同様に，系 2，定理 3 は, 最小を最大と置き換え
ること，また，傾き非負の一次関数について一般化するこ
とが可能であるを付記する．
次に, 一般の一次関数の合成順を扱う．最適置換の構造

的な性質を与え, さらに, 傾き正の一次関数に対する特徴
付けと併せることで, 傾き負の一次関数の個数に関する
FPTアルゴリズムを構成することができる．

定理 4. n個の一次関数に対する最小置換は, O(k2kn6)時
間で計算可能である．ここで, k (> 0)は傾き負の一次関数
の個数とする．

系 2と同様に，最適置換を FPT という意味で効率的に数
え上げや列挙が可能であることを付記する．

それから, 一次関数の合成順問題の一般化として, 行列
の積順問題を考える．具体的には, n 個の m 次正方行列
M1, . . . , Mn と 2つのm次元（列）ベクトルw,yが与え
られたとき, w⊤Mσ(n) · · ·Mσ(1)yを最小化（あるいは，最
大化）する置換 σ を見つける問題である．実際, 各 i ∈ [n]

に対してMi =

(
ai bi

0 1

)
, w =

(
1

0

)
, y =

(
0

1

)
とした

行列の積順問題は, c = 0, 一次関数 fi(x) = aix+ bi に対
する合成順問題に同値である．従って，行列の積順問題は，
一次関数の合成順問題の拡張とみなすことができる．
なお，(M1, . . . ,Mn,w,y) に対する最大化問題は

(M1, . . . ,Mn,−w,y) に対する最小化問題に対応するの
で, 本論文では最小化問題のみを考える．
次の定理は, 一次関数合成順問題の結果の拡張である．

行列 M1, . . . ,Mn は, 各 i ∈ [n]に対して P−1MiP が上三
角行列となるような正則行列 P が存在するとき, 同時三角
化可能という．

定理 5. 同時三角化可能な 2次正方行列に対する行列積順
問題について，以下が成立する．

(i) 全ての行列の行列式が非負であれば, 最小置換が
O(n logn)時間で計算可能である．

(ii) ある行列の行列式が負であるならば，最小置換が
O(k2kn6) 時間で計算可能である．ここで，k は行列
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式が負となる行列の個数である.

ただ，残念なことに, 自然な一般化の全てが P=NPでな
い限り，手に負えないことを示す．

定理 6. (i) 与えられる 2次正方行列が全て非負の要素の
みをもち，かつ，非負の行列式をもつ場合であっても,
行列の積順問題は強 NP困難である．

(ii) 与えられる正方行列が 3 次以上である場合，全てが
上三角であり，かつ，非負の要素をもったとしても，
行列の積順問題は強 NP困難である．

行列積順問題の目標版, すなわち, 与えられた t ∈ R に
対して |w⊤Mσ(n) · · ·Mσ(1)y − t| を最小化する問題も強
NP困難である．

定理 7. 目標 t ∈ R が与えられているとき, 任意
の正実数 c1, c2 に対して |w⊤Mσ(n) · · ·Mσ(1)y − t| ≤
c1 ·minρ |w⊤Mρ(n) · · ·Mρ(1)y− t|+ c2 となるような置換
σが存在するかどうか判定する問題は，強 NP完全である．

この定理は，近似の意味でも計算上困難であるを示す．
また，傾き正の一次関数の合成順問題に対応する場合であ
っても定理 7中の問題は近似困難であることを示すことが
できる．
最後に，マックスプラス代数における行列の積順問題

との関係性を考察する．マックスプラス代数とは，実数
に −∞ を付加した集合 Rmax に，次の 2 つの二項演算
を定義したものである．a, b ∈ Rmax に対して，a ⊕ b =

max{a, b}, a ⊗ b = a + bとする．“加法”⊕の単位元 −∞
を 0，“乗法”⊕の単位元 0を 1と書くことにする（慣れた
普通の代数との対応関係が分かりやすくなる）．この演算
は，行列演算に自然に拡張できる．

Bouquard-Lenté-Billaut [1] は，マックスプラス代数で
の上三角行列 Ni ∈ Rm×m

max に対して，

(
1 0 . . . 0

)
⊗Nσ(n) ⊗ · · · ⊗Nσ(1) ⊗


0
...
0
1

 (1)

を最小化する問題を扱い，m = 2 の場合に 2 機械フロー
ショップスケジューリングにおける有名なジョンソン規則
[5]の拡張版を使って O(n logn)時間で解けることを示し
た．Kubo-Nishinari [7] はフローショップスケジューリン
グと普通の行列の積との関係性に言及している．この関係
性に着目し，Bouquardらの結果と同等な次の結果を，定
理 5 (i)の系として導くことができる．

N =

(
a b

0 d

)
（a, b, d ̸= 0）に対して，

κ(N) =


(−1, b− a) (a > d)

(0, 0) (a = d)

(1, d− b) (a < d)

と定義する．

定理 8. m = 2の場合，(1)の最小置換は κに対する辞書
式順列により得られる．

2 準備と一次関数の基本的な性質
本節では, いくつかの表記法を導入し, 一次関数の基本
的な性質を示す．そして, 最小・最大合成順問題が多項式
等価であることに言及する．

2 つの実数 ℓ と r (ℓ < r) に対して, [ℓ, r] = {x ∈ R |
l ≤ x ≤ r}（閉区間）とする. 同様に, (ℓ, r] と [ℓ, r) は
半開区間, (ℓ, r) は開区間とする．一次関数 f の傾きと切
片をそれぞれ α(f)と β(f)とする．角度の足し算などで,
[0, 2π) の範囲から出ることがあるので, 1節で導入した添
字に 2π を付けた表記を使う．例えば, [3π/2, 7π/3]2π =

· · ·∪ [−π/2, π/3]∪ [3π/2, 7π/3]∪ [7π/2, 13π/3]∪· · · と閉
区間の集まりとする．同様に開区間の集まり (θ1, θ2)2π, 半
開区間の集まり [θ1, θ2)2π, (θ1, θ2]2π を定義する. また, 区
間でない集合 S に対して, S2π = {θ | θ =2π λ for λ ∈ S}
とする.
一次関数の 4つの基本的な性質を示す（いずれも計算す
るだけで示せる）．補題 9, 10, 11は, 傾き正を仮定してい
ない点に注意する．

補題 9. g を恒等関数とする．このとき, 任意の関数 hに
対して, h ◦ g = g ◦ h = hである.

補題 10. 一次関数 g, hについて, 次の等価関係が成り立
つ．ただし, 関数間の不等式はあらゆる変数に対して不等
式が成り立つことを意味する．

(i) h ◦ g < g ◦ h ⇔ θ(h)− θ(g) ∈ (0, π)2π.
(ii) h ◦ g = g ◦ h ⇔ θ(h)− θ(g) ∈ {0, π}2π.

補題 11. 一次関数 g, h について, −−→h ◦ g = h⃗ + α(h)g⃗ で
ある.

補題 12. 恒等関数でない傾き正の一次関数 g, hについて,
次が成り立つ．

(i) θ(h)− θ(g) ∈ (0, π)2π ⇔ θ(h ◦ g) ∈ (θ(g), θ(h))2π

⇔ θ(g ◦ h) ∈ (θ(g), θ(h))2π.
(ii) θ(h)− θ(g) ∈ {0, π}2π

⇔ θ(h ◦ g) ∈ {θ(g), θ(h),⊥}
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⇔ θ(g ◦ h) ∈ {θ(g), θ(h),⊥}.
(iii) θ(h) = θ(g) ⇒ θ(h◦g) = θ(g◦h) = θ(h) (= θ(g)).

(iv) θ(h◦g) = ⊥ ⇔ θ(g◦h) = ⊥ ⇒ θ(h)−θ(g) =2π π.

本節の最後に, 最小化問題と最大化問題の間の線形時間
変換を紹介する [6]．一次関数 f(x) = ax+ bに対して, 別
の一次関数 f̃ を次によって定義する：

f̃(x) = ax− b. (2)

傾きに変化はないことに注意する．一次関数 f1, . . . , fn と
置換 σ に対して, β(fσ) = −β(f̃σ) が成り立つ．任意の
置換 σ に対して, α(fσ) = α(f̃σ) =

∏
i∈[n] α(fi) である

ため, 定数 c について気にする必要はなく, f1, . . . , fn に
対する最大化問題は f̃1, . . . , f̃n に対する最小化問題に等し
い. そのため, 一次関数に対する最小化問題を主に扱う．

3 傾き正の一次関数の合成
本節では, 傾き正の一次関数の合成順を考える．特に, 定

理 1の証明の概要を示す．まず，定理 1 (i)を示す．これは
2節の基本的な性質から容易に得られる.

定理 1 (i) の証明. まず, 一次関数が同一直線上にあると
する．各 i ∈ [n− 1]に対して, ρi を整数 iと i+ 1を交換
する互換（隣接互換）とする．また, 恒等置換を idとする．
このとき, 補題 9，10 (ii)により, fi ◦ fi+1 = fi+1 ◦ fi だ
から, fρi = f id である．よく知られているように, 任意の
置換は隣接互換の積として書ける．それゆえ, 任意の置換
σ に対して, fσ = f id が成り立ち, これが最小値でもある.
次に, 任意の置換が最小とする．このとき, もし同一直

線上にない一次関数があり, それらを f1, f2 とすると,
補題 10 (i) により, f1 ◦ f2 ̸= f2 ◦ f1 となる．これは
f1 ◦ f2 ◦ (fn ◦ · · · ◦ f3) ̸= f2 ◦ f1 ◦ (fn ◦ · · · ◦ f3)を意味
し, 矛盾．

実は, 定理 1 (i) は傾き正という条件を要しない．そのた
め, 一般の一次関数に対しても成り立つ．
次の補題は本研究で重要な役割を果たす．

補題 13. 同一直線上にない, 傾き正の一次関数に対する
局所最小の置換は反時計回りである．

これを認めれば，次の補題と併せて, 定理 1 (ii) の証明
が得られる．

補題 14. σ を傾き正の一次関数 f1, . . . , fn に対する反時
計周りの置換とする．その合成関数が恒等関数である, つ
まり, fσ(x) = x であれば, 任意の反時計回りの置換によ
る合成で恒等関数が得られる．

証明. 置換 τ が恒等関数を与える, つまり, fτ (x) = x と
する. 補題 12 (iv) により, 任意の k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

に対して, (fτ(n) ◦ · · · ◦ fτ(k+1)) ◦ (fτ(k) ◦ · · · ◦ fτ(1)) =

(fτ(k) ◦ · · · ◦ fτ(1)) ◦ (fτ(n) ◦ · · · ◦ fτ(k+1))となる．右辺の
置換は τ1,k,n であり，これを τk と略記し，kシフトと呼ぶ
ことにすれば，この等式は，k シフトを適用しても合成関
数は変わらない，つまり，fτk = fτ を意味する．
さらに, 任意の置換 ν に対して, k ∈ [n − 1] で

θ(fν(k)) = θ(fν(k+1)) であるならば, 補題 10 (ii) によ
り, fν = fνk,k,k+1 である.
任意の反時計回りの置換は, σ に対して，同じ角度に対
する隣接互換と k シフトを適用することで得られるので,
上の 2つから示される．

定理 1 (ii)の証明. (ii-1) =⇒ (ii-2) は補題 13, 14から示
される.
逆を考える．補題 13により, 全ての反時計回りの置換が
恒等関数でない g を与えるとしよう.与えられた一次関数
は同一直線上にはないので,

θ(fi) ̸∈ {θ(g), θ(g) + π}2π (3)

となるような恒等関数でない fi が存在する．σ(1) = iと
なる反時計回りの置換 σ を取り, h = fσ(n) ◦ · · · ◦ fσ(2) と
する. このとき, g = h ◦ fi である. (3) と補題 11により,
θ(h) ̸∈ {θ(fi), θ(fi) + π}2π ∪ {⊥} だから, 補題 10 (i)は
h ◦ fi ̸= fi ◦ hを含意するが, これは仮定と矛盾する．

次の例 1 は, 定理 1 (iii)の例である. この証明は反時計
回りの置換 σ による fσ の単峰性に依存することのみを紹
介しておく．

例 1. 5つの傾き正の一次関数 f1 = x/2+1, f2 = x/3−1,
f3 = 2x − 2, f4 = 2x − 1, f5 = 3x を考える．このと
き, これらのベクトルは図 3のようになる．恒等置換 id が
反時計回りで, 他の反時計回りについて f id = 2x − 23,
f id1 = 2x − 25/2, f id2 = 2x − 19/6, f id3 = 2x − 13/3,
f id4 = 2x− 23/3 だから, 補題 13により, 恒等置換が最小
であることが分かる．また, (f id, f id1 , f id2 , f id3 , f id4) が
単峰性を示している. さらに, 恒等置換が θ(f id) + π ∈
[θ(f5), θ(f1)]2π を満たしていることが分かる．

注 1. 2節で議論したように, f1, . . . , fn に対する最大化
は, (2)により得られる f̃1, . . . , f̃n に対する最小化に等し
い．こうして, 傾き正の一次関数に対する全ての結果は, 最
大化問題にも適用可能である．具体的には, 変換 (2) はベ
クトル表現において (1 − a) 軸に関する鏡映なので, 「反
時計回り」を「時計回り」に置き換えることで, 最大化問
題に対する結果を得ることができる．

系 2, 定理 3は定理 1を用いて示すことができる．
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O b

1− a −→
f1 =

(
1

1/2

)
−→
f2 =

(
−1

2/3

)

−→
f3 =

(
−2

−1

)
−→
f4 =

(
−1

−1

)
−→
f5 =

(
0

−2

)
θ(f id)

θ(f id) + π

図3 f1, . . . , f5 に対するベクトル表現.

4 一般の一次関数の合成
本節では, 一般の一次関数の合成順を扱う．例を例 2に

示す. kを傾き負の一次関数の個数とする．3 節で, 傾き正
の一次関数の場合の特徴付けを示した．ここでは, 一般の
一次関数の構造的特徴を提示した上で, 定理 4の証明の概
要を示す．この計算量はこれまで分かっていなかった [6].
本節のこれ以降, 一次関数は恒等関数でも定数関数で

もないとする．もちろん, 恒等関数は最適合成に影響し
ない．また, 定数関数 f(x) = b は, ある ϵ > 0 に対して
f (ϵ)(x) = ϵx+bを考える（傾きが非ゼロの場合は f (ϵ) = f

とする）ことで, 傾き正の場合に帰着することが示せる．我
々のアルゴリズムは, 角度の大小だけが必要になるので, ϵ
を明示的には使わないことを付記しておく．

例 2. 7 つの一次関数 f1 = x/3, f2 = 2x/3 + 1, f3 =

x+1/2, f4 = −x−3, f5 = x−1, f6 = 3x/2, f7 = 2x+1,
が与えられている．f4 以外は傾き正である．これらのベ
クトル表現を図 4に示す．恒等置換が最小であることに注

b

1− a

1

f1
f2

f3

f4

f5

f6 f7

O

図4 f1, ..., f7 のベクトル表現.

意する．傾き正の一次関数に対しては, 補題 10により, 任
意の最小置換 σ に対して, θ(fσ(i+1))− θ(fσ(i)) ∈ [0, π]2π

であったが, この重要な性質が一般の場合には成り立たな
いことが分かる．実際, θ(f2)− θ(f1) ∈ (π, 2π)2π である.
そのかわり, 次の性質が成り立つ：傾き負の f4 の前では，
f1, f2, f3 に対する最大置換によって, f3 ◦ f2 ◦ f1 が定ま

り, 一方, その後ろは, f5, f6, f7 に対する最小置換によっ
て, f7 ◦ f6 ◦ f5 が定まる．

傾き非負の一次関数を 2つに分ける集合 Lσ と Uσ を定
義する. 置換 σ に対して, α(fσ(i)) < 0となる整数 iを昇
順に nσ1 , . . . , n

σ
k とする．これらに挟まれたインデックスの

集合を準備する．具体的には, j ∈ {0, 1, . . . , k}に対して,

Iσj = {i ∈ [n] | nσj < i < nσ
j+1}

とする．ここで, nσ0 = 0, nσ
k+1 = n+ 1とする．これを使

って, Lσ と Uσ を次のとおり定義する.

Lσ =
⋃

k−j:even
Iσj , Uσ =

⋃
k−j:odd

Iσj .

例 2では, Lid = I id1 = {5, 6, 7}, U id = I id0 = {1, 2, 3} と
なる.
次の補題のとおり, 置換 σが最小ならば, Lσ と Uσ に対

する置換はそれぞれ反時計回りと時計回りになることが示
せる．Lσ = {ℓ1, . . . , ℓ|Lσ|}, Uσ = {u1, . . . , u|Uσ|}とし,各
要素は昇順に並んでおり，i ∈ [|Lσ|]に対して pi = fσ(ℓi),
また，i ∈ [|Uσ|]に対して qi = fσ(ui) とする．

補題 15. σ を恒等関数でも定数関数でもない一次関数
f1, . . . , fn に対する最小置換であるとする．また, pi, qi は
上記のとおりとする．このとき, 次が成り立つ．

(i) 恒等置換 id : [|Lσ|] → [|Lσ|] は, p1, . . . , p|Lσ| が同一
直線上にない限り, それらに対して反時計回りである．

(ii) 恒等置換 id : [|Uσ|] → [|Uσ|] は, q1, . . . , q|Uσ| が同
一直線上にない限り, それらに対して時計回りである.

証明の概要. k が偶数のとき,

fσ =

Iσ
k︷ ︸︸ ︷

p|Lσ| ◦ · · · ◦ p|Lσ|−|Iσ
k |+1 ◦ gk/2 ◦ · · ·

◦ g2 ◦
Iσ
2︷ ︸︸ ︷

p|Iσ
0 |+|Iσ

2 | ◦ · · · ◦ p|Iσ
0 |+1 ◦ g1 ◦

Iσ
0︷ ︸︸ ︷

p|Iσ
0 | ◦ · · · ◦ p1 .

ここで, j ∈ {1, . . . , k/2}に対して

gj = fσ(nσ
2j)

◦ fσ(nσ
2j−1) ◦ · · · ◦ fσ(nσ

2j−1)

である．gj の両端のみ傾き負であることに注意．fσ は傾
き正の一次関数の合成と見なせるため, 定理 1 は (i)を含
意する．
他の場合や (ii)も同様に示せる．

さらに, 次の補題 16 (iii) のように, Lσ と Uσ は, ベク
トル表現において, 2つの角度 ψ1, ψ2 によって, 2つの領
域にきれいに分かれる．インデックスの集合 I ⊆ [n]に対
して, θ(I) = {θ(fσ(i)) | i ∈ I}とする.
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補題 16. 恒等関数でも定数関数でもない一次関数
f1, . . . , fn に対して, 次を満たすような最小置換 σ が存
在する．

(i) fσ(ℓ) (ℓ ∈ Lσ) が反時計回りに並ぶ,
(ii) fσ(u) (u ∈ Uσ) が時計回りに並ぶ,
(iii) ある 2つの角度 ψ1 ∈ (0, π), ψ2 ∈ (π, 2π)に対して,

θ(Lσ) ⊆ [ψ1, ψ2] かつ θ(Uσ) ⊆ (ψ2, ψ1)2π,
(iv) 任意の相異なる s, tに対して, θ(Iσs ) ∩ θ(Iσt ) = ∅.

これにより, 最小置換は O(k!nk+4) 時間で求められる
ことを示すことができる．この XPの結果を改善する, す
なわち, k に関する FPTアルゴリズムを得るために, 次の
問題に対して動的計画法を適用する．
問題　順序付けされた LUの最適合成
入力: 傾き正の一次関数の集合 L = {p1, . . . , p|L|}, U =

{q1, . . . , q|U |}. 傾き負の一次関数 g1, . . . , gk．ただし, k >
0.
出力: 次を満たすような, L∪U ∪ {g1, . . . , gk}に属する一
次関数に対する最小置換 σ：

(i) Lσ = L, Uσ = U ,
(ii) 置換 σ の L 上, U 上への制限が, それぞれ

(p1, . . . , p|L|), (q1, . . . , q|U |)という順序を作り出す,

元の問題に対する最小置換は, 順序付けされた LUの最適
合成問題（|L|+ |U | ≤ n− k とする）を O(n4) 回解くこ
とで求められる．順序付けされた LU の最適合成問題は
O(2kk(|L| + |U | + k)2) 時間で解けることが示せるので,
定理 4が得られる．

5 行列の積順
本節では, 一次関数の合成順の一般化として, 行列の積

順を考える．定理 5や 8の証明の概要を示すとともに，NP
困難性を示すために用いた問題を紹介する．
定理 5を示すために, 2 次正方行列が全て上三角の場合

を考える．まず, この問題が w⊤ = (1, 0), y⊤ = (0, 1)と
した (2, 2) 成分が非負の上三角行列に対する最小積順問
題に線形時間で帰着できることを示せる．次に, この問
題を一次関数の合成順問題に変換する．一次関数と同様
に, M =

(
a b

0 0

)
については, ある実数 ϵ ̸= 0に対して,

M (ϵ) =

(
a b

0 ϵ

)
を考えることで, (2, 2)成分が非ゼロの場

合に帰着できることが示せる．こうして, 与えられた上三
角行列の (2, 2)成分 di は非ゼロとしてよい．このとき,

(
1 0

)
Mσ(n) · · ·Mσ(1)

(
0
1

)
=

(
n∏

i=1

di

)
fσ(0)

となる．ここで, 各 i ∈ [n]に対して, fi(x) = (ai/di)x +

bi/di. これは, 上三角行列の積順問題が一次関数の合成順
問題を解くことで解けることを意味している．我々のアル
ゴリズムはベクトル fi 自体ではなく, その極角 θ(fi)を使
う．それゆえ, di = ϵの場合を気にする必要はない．そし
て, 2次正方行列に対する次の補題を得る．

補題 17. 2次上三角行列 M1, . . . ,Mn に対して, 次が成り
立つ．

(i) 全ての行列の行列式が非負であるならば, 最小置換は
O(n logn)時間で得られる．

(ii) ある行列の行列式が負であるならば, 最小置換は
O(k2kn6) 時間で得られる．ここで, k は行列式が
負である行列の個数である．

これからただちに定理 5を示せる．
残念なことに, この結果を 1) 一般の 2次正方行列（非負
で，行列式が非負であっても）の場合, 2) 3次以上の正方行
列（非負上三角であっても）の場合, 3)ある値に近づける問
題に拡張することはできない（定理 6 (i), (ii), 定理 7）．定
理 6 (i), 定理 7 の証明には 3分割問題（3-PARTITION）
を使う．
最後に，マックスプラス代数との関係性をより詳しく紹
介する．目的関数 (1)は，正の実数 γ を用いて，（普通の）
非負上三角行列Mi を (Mi)jk = γ(Ni)jk で定義すれば，

lim
γ→+∞

1

log γ log
[
( 1 0 . . . 0 )Mσ(n) · · ·Mσ(1)


0
...
0
1


]

と書ける．鍵となるのは，恒等式

a⊕ b = lim
γ→+∞

1

log γ log(γa + γb)

a⊗ b =
1

log γ log(γa × γb)

である．この極限の関係式に基づき，定理 8を定理 5 (i)の
系として導くことができる．
また，Bouquardら [1] は，(1)を最小化する問題につい

て，m = 3の場合に強 NP困難であることも示した．定理
6 (ii)の証明には，この強 NP困難問題を使う．
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